5. OBWODY REZONANSOWE
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     Rys.1 Szeregowy obwód                           rezonansowy
5.1. SZEREGOWY OBWÓD REZONANSOWY
5.1.1. Podstawowe zależności
Rozważmy szeregowy obwód rezonansowy RLC zasilany

z idealnego żródła napięciowego o sem 
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Dla pulsacji rezonansowej ω=ω0 reaktancja X(ω)=0 (Z=R)
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Dla ω<ω0 reaktancja jest ujemna - impedancja ma charakter pojemnościowy), a ω>ω0 reaktancja jest dodatnia - ma charakter indukcyjnościowy.
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Odpowiada mu przebieg czasowy
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Wykresy tych funkcji nazywamy krzywą rezonansową amplitudową i fazową. 

Dla ω = ω0 wzory (3), (4) upraszczają się 
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Parametrem określającym własności selektywne obwodu jest dobroć Q. 
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Prowadzi ona do zależności
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[image: image13.wmf]r

 - opór charakterystyczny obwodu rezonansowego. 

Wzory na dobroć i opór charakterystyczny:
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Dla obwodu bezstratnego (R = 0) dobroć jest nieskończona.

Wprowadżmy dodatkowe zmienne
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zwane rozstrojeniem bezwzględnym i rozstrojeniem względnym. Dla pulsacji rezonansowej rozstrojenia są równe zero, dla pulsacji mniejszych od pulsacji rezonansowej przyjmują wartości ujemne, a dla pulsacji większych od pulsacji rezonansowej przyjmują wartości dodatnie. 
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Po dokonaniu transformacji zmiennej ω na zmienną 
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 krzywe rezonansowe przechodzą w uniwersalne krzywe rezonansowe
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gdzie Imr - maksymalna amplituda prądu, przyjmowana dla pulsacji rezonansowej.

5.1.2. Napięcia na elementach obwodu
Wskazy napięć przyjmują wartości
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W stanie rezonansu (
[image: image20.wmf]x



SEQ User_Box  \* ARABIC  \h1 = 0) wzory upraszczają się do postaci
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Amplitudy napięć na indukcyjności i pojemności są Q-krotnie większe od amplitudy zasilania, zachodzi rezonans napięć. 

Maksymalna amplituda napięcia na L osiągana jest dla pulsacji
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Maksymalna amplituda napięcia na pojemności osiągana jest dla pulsacji
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i wynosi
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Wykresy wskazowe dla różnych pulsacji zasilania:

Rys.3 wykonano dla pulsacji zasilania niższych od pulsacji ω0. Impedancja obwodu ma charakter pojemnościowy, wskaz prądu leży w pierwszej ćwiartce.

[image: image26.wmf]
Rys. 3 Wykres wskazowy dla pulsacji mniejszych od pulsacji rezonansowej
[image: image27.wmf]
Rys. 4 Wykres wskazowy dla pulsacji zasilania równej pulsacji rezonansowej
Rys. 4 zrobiono dla pulsacji zasilania równej ω0. Impedancja obwodu jest rezystancją, wskaz prądu jest kolinearny ze wskazem sem e.

Rys. 5 zrobiono dla pulsacji zasilania wyższych od pulsacji ω0. Impedancja obwodu ma 

charakter indukcyjnościowy, wskaz prądu leży w czwartej ćwiartce.

[image: image28.wmf]
Rys. 5 Wykres wskazowy dla pulsacji zasilania większej od pulsacji rezonansowej
[image: image29.wmf]
    Rys. 6 Określenie pasma                      przenoszenia
5.1.3. Pasmo przepustowe

Jeśli ustalimy wartości elementów 
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, to amplituda prądu i płynącego w układzie przyjmie wartość maksymalną dla częstotliwości rezonansowej 
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, będących końcami pasma przepustowego, inaczej zwanego pasmem przenoszenia 
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Ponieważ
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więc dla końców pasma przenoszenia zachodzi 
[image: image42.wmf]1
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. Korzystając ze wzorów na rozstrojenie bezwzględne dostajemy zależności na końce pasma przenoszenia
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Pasmo to nie jest symetryczne względem pulsacji rezonansowej.

Otrzymujemy wzór na szerokość 3-dB pasma przepustowego
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Sposób przeliczania na decybele ([dB] = 20lgx)
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Podczas obliczeń skorzystano z zależności:
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5.1.4. Wzory przybliżone
Wszystkie dotąd podane wzory były dokładne. Ponieważ najczęściej interesuje na zachowanie się obwodu o dużej dobroci w pobliżu pulsacji rezonansowej, często korzystamy z zależności przybliżonych
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Wzory przybliżone na końce pasma przenoszenia
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Pasmo jest symetryczne względem pulsacji rezonansowej.

5.1.5. Moc czynna wydzielana w obwodzie
Wiedząc, że amplituda prądu w obwodzie i impedancja przyjmuje wartość
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dostajemy
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Ponieważ dla pulsacji rezonansowe moc przyjmuje wartość maksymalną 
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więc ogólny wzór na moc przyjmuje postać
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Na końcach pasma przenoszenia wydziela się połowa mocy wydzielanej w rezonansie.

[image: image53.wmf]
Rys. 7 Szeregowy obwód rezonansowy zasilany z rzeczywistego żródła
5.1.6. Współpraca obwodu rezonansowego 

z rzeczywistym źródłem napięciowym
Obwód rezonansowy szeregowy AB zasilany jest z harmonicznego źródła 
[image: image54.wmf])

  

+

  

t

 

f

 

(2

 

 

E

 

=

 

e

1

m

j

p

cos

 i oporze 
[image: image55.wmf]R
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. Całkowity opór obwodu wynosi 
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zastąpimy w nich opór R oporem całkowitym Rc. Nie ulegnie zmianie pulsacja rezonansowa i opór charakterystyczny, zmieni się dobroć i pasmo przenoszenia.

Dobroć całkowitą i pasmo przenoszenia układu traktowanego jako obwód rezonansowy wyznaczamy z zależności:
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Maleje dobroć i pogarszają się własności selektywne obwodu.


[image: image59.wmf]
Rys. 8 Równoległy obwód rezonansowy
5.2. RÓWNOLEGŁY TRÓJGAŁĘŻNY OBWÓD

 REZONANSOWY
Równoległy trójgałężny obwód rezonansowy składa się 

z elementów R, L, C połączonych równolegle i zasilanych z idealnego żródła prądowego o wydajności prądowej 
[image: image60.wmf])
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Admitancja obwodu ma postać



[image: image61.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

L

 

1

  

-

  

C

j 

  

+

  

R

1

 

=

 

)

Y(j

w

w

w


(26)

Dla pulsacji rezonansowej ω0 susceptancja B(ω)=0 (Y=1/R):
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Identyczne definiujemy opór charakterystyczny 
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Zmieniony jest wzór na dobroć Q obwodu rezonansowego
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Wskaz napięcia na obwodzie można zapisać w postaci
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Inaczej niż dla obwodu szeregowego definiujemy rozstrojenie bezwzględne
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Wskaz napięcia można przedstawić też w postaci równoważnej
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Uniwersalne krzywe rezonansowe opisane są wzorami
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gdzie
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jest impedancją obwodu.

Dla ω0 amplitudy prądów w indukcyjności i pojemności spełniają zależność
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Zachodzi rezonans prądów.

Pasmo przepustowe 3-dB: 
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Na końcach pasma moc maleje do połowy.

Jeśli obwód zasilamy z rzeczywistego żródła prądowego o oporze wewnętrznym Rw, dobroć całego obwodu jest mniejsza niż obwodu rezonansowego
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[image: image73.wmf])
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[image: image74.wmf]
Rys. 9 Równoległy dwugałęźny obwód rezonansowy
5.3. RÓWNOLEGŁY DWUGAŁĘŻNY OBWÓD REZONANSOWY
Opory w obwodzie można uważać za opory strat indukcyjności i pojemności. Dla rzeczywistej indukcyjności i pojemności jakość elementów scharakteryzowana jest przez dobroć cewki i dobroć kondensatora:
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Będziemy zakładać, że spełnione są nierówności:
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Admitancja obwodu wyraża się zależnością
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Pulsację rezonansową dostajemy przyrównując susceptancję do zera (B=0)
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Przyjmując oznaczenie 
[image: image79.wmf]C
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 oraz definiując opór charakterystyczny
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wzór na pulsację rezonansową można zapisać w postaci
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Jeśli 
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Powyższa równość zachodzi dokładnie, jeśli 
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Dla elementów C, L o dużych dobrociach mamy
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Dla pulsacji rezonansowej impedancja obwodu redukuje się do oporu zwanego oporem dynamicznym Rd obwodu dwugałężnego.
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[image: image88.wmf]
Rys. 10a Impedancja obwodu

[image: image89.wmf]
Rys. 10b Impedancja zastępcza
Obwód dwugałęźny można więc lokalnie przybliżyć obwodem równoległym trójgałęźnym o elementach Rd, L, C.

Zachodzą wzory przybliżone
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Jeśli obwód zasilamy ze żródła rzeczywistego o oporze wewnętrznym Rw, to dobroć całkowita układu zmniejsza się.

6. OBWODY PRĄDU OKRESOWEGO
6.1. ROZWINIĘCIA SYGNAŁU OKRESOWEGO W SZEREG FOURIERA
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 - sygnał okresowy o okresie T.  

Rozwinięcie w szereg trygonometryczny Fouriera 
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 - współczynniki rozwinięcia w szereg trygonometryczny Fouriera sygnału 
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Trygonometryczny szereg Fouriera sygnału 
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 można zapisać w postaci równoważnej
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Uwzględniając wzory Eulera
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Zależność zapisać można w postaci szeregu zespolonego (wykładniczego) Fouriera sygnału okresowego 
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 o okresie T: 
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Między rozwinięciem w szeregi trygonometryczny wykładniczy zachodzą zależności:
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 - k-ta harmoniczna rozwinięcia w szereg Fouriera funkcji 
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. Składowa stała jest jednocześnie wartością średnią sygnału 
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. Liczba 
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, jest wartością amplitudy k-tej składowej harmonicznej. 

Widmem sygnału okresowego 
[image: image125.wmf]y(t)

 nazywamy ciąg o wartościach zespolonych
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Widmem amplitudowym sygnału okresowego 
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 nazywamy a widmem fazowym 
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Widmo amplitudowe jest funkcją parzystą, a widmo fazowe - nieparzystą. Tworzą one widma dyskretne, prążkowe. Widma te rysujemy w pełnym zakresie pulsacji.

Pomiędzy współczynnikami szeregu trygonometrycznego i zespolonego zachodzą następujące związki
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Przykład 1
Wiadomo, że sygnał ma postać 
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t

10

2

 

U

  

+

  

U

 

=

u 

3

m

0

p

sin

. Na oscyloskopie widzimy, że napięcie zmienia się w zakresie 

(a) od -2 V do +8.5 V, 

(b) od -5 do +5 V. 

Ile będą wynosiły wskazania woltomierza w pozycji dc, a ile w pozycji ac?

Dla (a) mamy U0 = (-2+8.5)/2 = 3.25 V oraz Um = 8.5 - 3.25 = 5.25. W pozycji dc odczyt da 3.25 V, a w pozycji ac dostaniemy 
[image: image133.wmf]2
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SEQ User_Box  \* ARABIC  \h2 = 3.712 V.

Dla (b) mamy U0 = (-5+5)/2 = 0 V oraz Um = 5 V. W pozycji dc odczyt da 0 V, a w pozycji ac dostaniemy 
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SEQ User_Box  \* ARABIC  \h3 = 3.536 V.

Przykład 2
Wyznaczmy widmo sygnału 
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Sygnał przedstawiamy w postaci zespolonego szeregu Fouriera:
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Po uporządkowaniu dostajemy


[image: image137.wmf]e

 

2

j

  

-

  

2

1

  

+

  

e

 

2

j

  

+

  

2

1

  

+

  

e

2j

3

  

-

  

e

2j

3

  

+

  

2

-

 

=

 

y(t)

j2t

-

j2t

jt

-

jt

÷

ø

ö

ç

è

æ

÷

ø

ö

ç

è

æ

.

Współczynniki zespolonego szeregu Fouriera wynoszą więc
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Widmo amplitudowe i fazowe przyjmuje wartości
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Wykresy widma amplitudowego i fazowego.

[image: image140.wmf]
Rys. 1 Przykład 2 - Widmo amplitudowe i fazowe
Niech sygnały x, y mają ten sam okres 
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Zespolony szereg Fouriera posiada następujące własności

(
liniowość

(
twierdzenie o przesunięciu w dziedzinie czasu
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twierdzenie o przesunięciu w dziedzinie częstotliwości
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twierdzenie o różniczkowaniu
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twierdzenie o całkowaniu
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(
twierdzenie o iloczynie skalarnym
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Jeśli w twierdzeniu o iloczynie skalarnym przyjmiemy x=y, to otrzymany związek nazywamy równością Parsevala 
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Wartość całki odpowiada mocy średniej  za okres sygnału 
[image: image150.wmf]y(t)

. Z równości Parsevala wynika też następujący związek między wartością skuteczną 
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a wartościami skutecznymi 
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 składowych jego rozwinięcia w szereg Fouriera. Całkowita moc czynna wydzielona w elemencie jest równa równa sumie mocy czynnych dla poszczególnych harmonicznych.
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Inne parametry sygnału okresowego 

(
współczynnik odkształcenia (współczynnik zawartości pierwszej harmonicznej
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(
współczynnik zawartości k-tej harmonicznej
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współczynnik zawartości harmonicznych 
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6.2. ANALIZA OBWODÓW SLS PRĄDU OKRESOWEGO
Przy rozwiązywaniu korzystamy głównie z

(
zasady superpozycji

(
metody zespolonych amplitud.


[image: image160.wmf]
Rys. 4 Zadanie 2 
Zadanie 2 
Dwójnik AB zasilany jest ze żródła o wydajności prądowej
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Obliczyć moc czynną pobieraną przez dwójnik, jeśli R1 = R2 = 0.5 kΩ, L = 50 mH, ω0 = 104 rad/s.

Rozwiązanie

Impedancja dwójnika dla dowolnej pulsacji ma postać
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Dla k-tej pulsacji harmonicznej kω0 = k104 rad/s dostajemy
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Moc czynną pobierana przez dwójnik wynosi
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Dla dwójnika SLS prądu sinusoidalnego zachodzi równość 
[image: image165.wmf]Q
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. Można pokazać, że dla dwójnika SLS prądu okresowego spełniona jest nierówność 
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Moc odkształcenia T dwójnika:
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[image: image168.wmf]
Rys. 5 Opór nieliniowy i jego charakterystyka
6.3. ELEMENTY NIELINIOWE W OBWODACH PRĄDU OKRESOWEGO
6.3.1. Opór nieliniowy w obwodach prądu okresowego
6.3.1.1. NAPIĘCIE HARMONICZNE

Rozważmy opór nieliniowy o charakterystyce 
[image: image169.wmf])
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i wyznaczmy prąd i w dwójniku. Skorzystajmy z szeregu Maclaurina:
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Korzystamy z tożsamości trygonometrycznych
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Z powyższych zależności wynikają następujące wnioski

(
prąd i jest sygnałem okresowym o okresie równym okresowi napięcia,

(
w przebiegu prądu pojawiają się składowe harmoniczne, zwane produktem nieliniowości, których nie zawierało napięcie,

(
powstanie składowej stałej, a więc pojawienie się efektu prostowania, możliwe jest tylko wtedy, gdy opór nieliniowy jest niesymetryczny,

(
jeśli rozwinięcie w szereg Maclaurina jest skończone,
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to szereg Fouriera jest wówczas sumą skończoną,
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(
moc czynna jest pobierana przez opór nieliniowy tylko dla składowej podstawowej
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6.3.1.2. NAPIĘCIE OKRESOWE

Przykład 3
Do oporu nieliniowego o charakterystyce 
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Prąd można zapisać w postaci
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Pojawiają się nowe składowe harmoniczne - sumacyjna i różnicowa.

6.3.2. Prostowniki

[image: image186.wmf]
Rys. 6 Prostownik jednopołówkowy
6.3.2.1. PROSTOWNIK JEDNOPOŁÓWKOWY

Niech obwód zasilany będzie ze żródła harmonicznego
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a dioda posiada charakterystykę
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Prąd opisuje się równaniem
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Przebiegowi temu odpowiada szereg Fouriera
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Sprawność prostowania
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- gdzie P0 jest mocą wydzieloną w oporze R i pochodzącą od składowej stałej, zaś Pe - mocą czynną oddawaną do układu przez żródło.
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[image: image196.wmf]
Rys. 7 Prostownik dwupołówkowy
6.3.2.2. PROSTOWNIK DWUPOŁÓWKOWY

Przyjmujemy, że obie diody są identyczne jak w 6.3.2.1. oraz obwód zasilamy ze żródła sinusoidalnego
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Prąd opisuje się równaniem
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[image: image199.wmf]
Rys. 8 Prostownik Graetza
Przebiegowi temu odpowiada szereg Fouriera
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Mamy dwukrotnie większą składową stałą oraz dwukrotnie większą sprawność prostowania
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W układzie Graetza można uzyskać taką samą maksymalną sprawność prostowania jak w prostowniku dwupołówkowym przy prostszej realizacji technicznej - mamy tylko jedno żródło zasilające.

6.3.3. Analiza małosygnałowa

[image: image203.wmf]
Rys. 9 Opór nieliniowy i jego charakterystyka
Analiza małosygnałowa wykorzystywana jest przeważnie do wyznaczania odpowiedzi obwodu zawierającego elementy nieliniowe na wymuszenie zawierające składową stałą i małą składową zmienną.
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[image: image205.wmf]
Rys. 10 Liniowy element zastępczy
Metoda małosygnałowa oparta jest na aproksymacji charakterystyk elementów nieliniowych w małym otoczeniu ich punktów pracy za pomocą odcinków linii prostych. Dzięki tej aproksymacji dokonujemy linearyzacji układu. Elementy nieliniowe zastępujemy odpowiednimi zastępczymi dwójnikami liniowymi. Przedstawię najpierw postępowanie na przykładzie oporu nieliniowego o charakterystyce 
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Przy założeniu, że w punkcie u = E0 funkcja 
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 jest nieskończenie wiele razy różniczkowalna, można ją rozwinąć w szereg Taylora
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W metodzie małosygnałowej pomijam w rozwinięciu wszystkie wyrazy poza stałym i liniowym, tzn przyjmujemy
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Rdyn opór dynamiczny w punkcie pracy (E0,I0).

Prądu płynącego przez opór poszukujemy w postaci
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[image: image213.wmf]
Rys. 11 Zadanie 3 
Zadanie 3
Przez dwójnik nieliniowym o zaciskach AB płynie prąd 
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 Stosując metodę małosygnałową wyznaczyć przebieg napięcia u na dwójniku.

Dane: 
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[image: image216.wmf]F.

 

1

 

=

 

C

 

,

V

C/

 

0.25

 

=

 

 

,

u

 

  

+

u  

 

C

 

=

 

q

 

:

C

0

3

3

0

N

m

m

a

a

.

Rozwiązanie

Najpierw zajmujemy się składową stałą napięcia.


[image: image217.wmf]
Rys. 12 Dwójnik dla składowej stałej
Dla stałych wymuszeń pojemność stanowi rozwarcie, a więc prąd i1 = 0. Przez opór nieliniowy płynie prąd I0 = 80 mA. Korzystając z charakterystyki otrzymujemy U0 = 2 V. Następnie wyznaczamy parametry dynamiczne elementów nieliniowych:
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Przechodzimy do analizy dla składowej harmonicznej. Ponieważ układ został zlinearyzowany, mogę zastosować metodę zespolonych amplitud.
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[image: image221.wmf]
Rys. 13 Dwójnik dla składowej sinusoidalnej
Stąd wskaz napięcia wynosi
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Odpowiada mu przebieg czasowy
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Ostatecznie otrzymujemy
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