7. STANY NIEUSTALONE
7.1. WSTĘP
Komutacja = przełączenie. Analizowane będą tylko obwody liniowe. Przyjmujemy, że do momentu pierwszej komutacji w obwodzie panował stan ustalony. W momencie komutacji następują zmiany w obwodzie: 

(
dołączeniu lub odłączeniu źródeł,

(
zmianie wartości niektórych elementów,

(
zmianie konfiguracji sieci poprzez dołączenie lub odłączenie pewnych fragmentów.

Zakładamy, że wszystkie takie zmiany zachodzą nieskończenie szybko, a klucze są idealne.

(
metoda klasyczna, polegająca na wypisaniu i rozwiązaniu równań sieciowych obwodu; 

(
metoda operatorowa, związana z zastosowaniem przekształcenia Laplace'a. 

7.2. PRAWA KOMUTACJI
Zał.: energia w elementach L, C nie może zmieniać się w sposób skokowy -  w przeciwnym bowiem wypadku moc chwilowa mogłaby przyjmować wartości nieskończone.

Energia w pojemności C:
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Dla każdej chwili czasowej t0, w szczególności dla momentu komutacji, zachodzi 
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Dla indukcyjności energia wyraża się zależnością
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Dla każdej chwili czasowej t0, w szczególności dla momentu komutacji, zachodzi 
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Warunki (1), (2) nazywamy prawami komutacji. 

Pojemność zachowuje się jak źródło napięciowe o sem równej uC(t0). Jeśli tuż przed komutacją napięcie na pojemności zeruje się, to pojemność zachowuje się jak zwarcie w układzie. 

Indukcyjność zachowuje się jak źródło prądowe o wydajności równej iL(t0). Jeśli tuż przed komutacją prąd w indukcyjności zerował się, to indukcyjność zachowuje się jak rozwarcie w układzie. 

Przykład 1
Przyjmijmy, że do chwili t = 0 w obwodzie panował stan ustalony. Przez indukcyjność nie płynął prąd i = 0 oraz napięcie na pojemności wynosiło 
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. W chwili t = 0 zamykamy klucz dołączając do obwodu źródło o sem e = E. Zgodnie z prawami komutacji indukcyjność zachowuje się jak rozwarcie. Pojemność zachowuje się jak źródło napięciowe o sem równej u0. Napięcie na oporze 
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. Napięcie na indukcyjności wyznaczamy ze schematu zastępczego z rys. 1b: 
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Rys. 1a Przykład 1
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Rys. 1b Schemat zastępczy dla t=0+
7.3. OBWODY PIERWSZEGO RZĘDU

7.3.1. Obwód RC
7.3.1.1. DOŁĄCZENIE ŹRÓDŁA NAPIĘCIA STAŁEGO

ADVANCE \D 16.90W chwili 
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  doprowadzono napięcie stałe 
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 (zamknięto klucz K). Przyjmujemy, że do chwili 
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 w obwodzie nie była zgromadzona energia  
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Rys. 2 Obwód RC
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Po podstawieniu zależności na prąd 
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otrzymujemy 
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Jest to równanie różniczkowe zwyczajne, liniowe, stopnia pierwszego o stałych współczynnikach, niejednorodne. 
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gdzie:
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składowa przejściowa - całka ogólna równania jednorodnego,
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 - składowa ustalona - całka szczególna równania niejednorodnego.
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ADVANCE \U 1.65Całkowite napięcie na pojemności 
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Napięcie na rezystorze R 
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a prąd płynący w obwodzie
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ADVANCE \U 1.40Składowe przejściowe wszystkich odpowiedzi dążą do zera dla 
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Rys. 3 Napięcia i prąd w obwo-

dzie RC
Wprowadźmy parametr 
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 - stała czasu obwodu RC
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ADVANCE \U 2.55Stała czasu 
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 jest to taki czas, po upływie którego, wartość bezwzględna  składowej przejściowej zmaleje e razy. Styczna do wykresu w chwili komutacji przetnie oś czasu po 
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 sekundach. 
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7.3.1.2.
DOŁĄCZENIE ŹRÓDŁA NAPIĘCIA SINUSOIDALNIE ZMIENNEGO

Do obwodu z rys.2 doprowadzono sem 
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, przy zerowym warunku początkowym 
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. Składowa przejściowa nie zmieni się, inna jest składowa ustalona. 

Napięcie na pojemności:
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gdzie 
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Rys. 4 Obwód RL
7.3.2. Obwód RL
W chwili t = 0 zamykamy klucz. Prąd wyraża się zależnością
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Zgodnie z prawami komutacji iL(0) = 0. Rozwiązanie równania:
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gdzie 
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jest stałą czasu obwodu RL.

7.3.3. Metoda uproszczona dla obwodów pierwszego rzędu
Obwodem rzędu pierwszego nazywamy obwód opisującym się jednym równaniem różniczkowym liniowym o stałych współczynnikach rzędu pierwszego
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Równaniem tej postaci opisują się obwody zawierający jeden element gromadzący energię (pojemność lub indukcyjność), stałe źródła niezależne, źródła sterowane i opory. 

Przyjmijmy, że jedyna komutacja w obwodzie zachodzi w chwili t = t0. 
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gdzie stałe to

(
x( = C/B - składowa ustalona, dąży do niej przebieg x dla t dążącego do nieskończoności,

(
x(t0+) - warunek początkowy w chwili komutacji

(
τ = A/B - stała czasowa obwodu.

Stałe te określamy bezpośrednio na podstawie obwodu:

(
Składową ustaloną x( wyznaczamy ze schematu zastępczego odpowiadającego stanowi ustalonemu, do którego dąży układ. Na schemacie tym pojemność zastępujemy rozwarciem, a indukcyjność zwarciem;

(
warunek początkowy w chwili komutacji x(t0+) dla wielkości spełniających prawa komutacji uzyskujemy na podstawie analizy stanu ustalonego panującego przed komutacją; jeśli dany przebieg nie spełnia praw komutacji, to warunek początkowy wyznaczamy na podstawie schematu zastępczego dla t0+; w schemacie tym indukcyjność zastępujemy źródłem prądowym, a pojemność źródłem napięciowym o wartościach wynikających z praw komutacji;

(
stałą czasową obwodu τ dostajemy sprowadzając obwód do postaci jednooczkowej RL lub RC. Zwróćmy uwagę, że stała czasu jest wspólna dla wszystkich przebiegów dla danego obwodu i nie zależy od wartości źródeł niezależnych.

Przykład 2
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Rys. 5 Przykład 2
W chwili 
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 następuje odłączenie stałej sem 
[image: image44.wmf]E

  

=

  

e

. W obwodzie do chwili 
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 panował stan ustalony. 

Dla t<0 mamy napięcie uC = E, τ = RC. Po komutacji napięcie na pojemności dąży do zera.
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Napięcie na rezystorze R oraz  prąd:
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Rys. 6 Przykład 2
 Wykresy otrzymanych przebiegów przedstawiono na rys.6. W chwili komutacji napięcie na pojemności 
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 zmienia się w sposób ciągły, napięcie na rezystorze 
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 oraz prąd i w obwodzie zmieniają się w sposób skokowy.

Przykład 3
Niech napięcie opisuje się zależnością
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Wyznaczmy czas, po którym napięcie to spadnie w stosunku do wartości maksymalnej do wartości:

(a) 0.5, (b) od 0.9 do 0.1. 

(a) Logarytmując wzór na napięcie otrzymujemy
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(b) Postępując podobnie jak w punkcie (a) otrzymujemy
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Powyższe zależności bywają wykorzystywane do graficznego wyznaczenia stałej czasu.

Przykład 4

[image: image55.wmf]
Rys. 7 Przykład 4
Wyznaczmy przebieg prądu i oraz napięcie na pojemności, jeśli u(0) = 0. 

Stała czasu wynosi τ = 1.5RC. 

Rysujemy schemat zastępczy dla t = 0+ (rys.8). Pojemność zastąpiliśmy

 zwarciem. Zgodnie z prawami komutacji u(0) = 0.

Prąd i przyjmuje warunek początkowy
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Rysujemy schemat zastępczy dla t = ( (rys.9). 

Pojemność stanowi rozwarcie. 
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Ostateczne:
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[image: image59.wmf]
Rys. 8 t=0+

[image: image60.wmf]
Rys. 9 t=(
6.4. OBWÓD RZĘDU DRUGIEGO - OBWÓD SZEREGOWY RLC
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Rys. 10 Obwód RLC
Do szeregowego obwodu RLC, doprowadzono w chwili 
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 (rys.10). Zakładamy zerowe warunki początkowe: 
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Obwód opisuje się równaniem 
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dającym się sprowadzić się do postaci
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Jest to równanie różniczkowe liniowe, niejednorodne, rzędu drugiego. Rozwiązanie ogólne równania ma postać 
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Przyjmijmy, że e = E. Składowa ustalona będzie wtedy funkcją stałą. Składową przejściową wyznaczamy rozwiązując równanie jednorodne. 

Odpowiadające jemu równanie charakterystyczne ma postać
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Wyróżnik równania przyjmuje postać
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Wprowadzono w nim opór charakterystyczny oraz dobroć Q obwodu rezonansowego. Wyróżniamy 3 przypadki:

[image: image71.wmf]
Rys. 11 Przypadek aperiodyczny
1) Przypadek aperiodyczny
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 – równanie ma dwa różne pierwiastki rzeczywiste, ujemne
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gdzie 
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Przebieg czasowy ma wtedy postać
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lub w postaci równoważnej
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gdzie A, B, A1, B2 - stałe.

2) Przypadek aperiodyczny krytyczny 
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 – równanie ma jeden podwójny pierwiastek rzeczywisty, ujemny; 
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Rozwiązanie ogólne: 
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gdzie A, B - stałe.

3) Przypadek oscylacyjny
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SEQ User_Box  \* ARABIC  \h1 – równanie ma parę pierwiastków zespolonych sprzężonych
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gdzie wprowadzono oznaczenia
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Rozwiązanie ogólne ma postać
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[image: image86.wmf]
Rys.12 Przypadek oscylacyjny

4) Dla obwodu bezstratnego (R = 0) dobroć obwodu jest nieskończona, α = 0. Równanie charakterystyczne ma parę pierwiastków urojonych sprzężonych 
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Przebiegi są oscylacjami nietłumionymi postaci
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[image: image89.wmf]
Rys. 13 Położenie pierwias-

tków równania charakterys-

tycznego
Dla wszystkich omawianych przypadków pierwiastki równania charakterystycznego leżały w lewej półpłaszczyźnie, wraz z upływem czasu (poza przypadkiem oscylacji nietłumionych) składowa przejściowa jest wytłumiana do zera, w układzie powstaje stan ustalony.

Dla układu rzędu drugiego nie ma sensu mówić o stałej czasowej. Jeśli obwód SLS zawiera n elementów gromadzących energię, to opisuje się przeważnie układem n równań różniczkowych rzędu pierwszego. Jeśli obwód ten nie zawiera źródeł sterowanych, to równanie charakterystyczne ma pierwiastki w lewej półpłaszczyźnie i składowa przejściowa z czasem wytłumiana jest do zera.

7.4. METODA OPERATOROWA

7.4.1. Przekształcenie Laplace'a
Przekształcenie Laplace'a określone jest zależnością
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Podstawowe twierdzenia dla przekształcenia Laplace'a 
(1) Twierdzenie o liniowości

Jeśli 
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(2) Twierdzenie o transformacie pochodnej

Jeśli 
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 (3) Twierdzenie o transformacie całki

Jeśli 
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(4) Twierdzenie o zmianie skali

Jeśli 
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(5) Twierdzenie o przesunięciu w dziedzinie czasu

Jeśli 
[image: image100.wmf](s)

f

 

=

[f(t)] 

_

, to dla 
[image: image101.wmf]0

  

  

t

0

³



[image: image102.wmf](s)

f

  

e

 

=

)] 

t

  

-

  

1(t

 

)

t

  

-

  

[f(t

st

-

0

0

0

_


(6) Twierdzenie o przesunięciu w dziedzinie transformat

Jeśli 
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 oraz α jest liczbą zespoloną, to 
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7.4.2. Obwód RLC - rozwiązanie metodą operatorową
Obwód RLC w dziedzinie czasowej opisuje się równaniem
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Transformata prądu:


[image: image106.wmf])

 

 s

(

 

Z

)

 

 s

(

 

e

 

=

 

)

 

(s

 

i



[image: image107.wmf]sC

1

  

+

  

  sL

+

  

R

 

=

 

)

 

(s

 

Z


Przy wymuszeniu stałym e = E mamy
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O rodzaju transformaty odwrotnej decydują pierwiastki 
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 równania charakterystycznego:
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Dla przypadku aperiodycznego ( 
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Przebieg czasowy prądu uzyskujemy na podstawie transformaty odwrotnej Laplace'a
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W chwili 
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 tylko napięcie na cewce zmienia się w spo​sób skokowy, a pozostałe przebiegi 
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Przypadek oscylacyjny tłumiony (
[image: image120.wmf]R

  

<

  

R

kr

lub 
[image: image121.wmf]2

1

  

>

  

Q

): 


[image: image122.wmf]w

a

b

j  

 

=

 

LC

1

  

-

  

 

=

 

2


przy czym pulsacja 
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 jest liczbą rzeczywistą dodatnią.
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Korzystając z zależności między prądem i napięciem na pojemności C otrzymuje się: 
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Współczynnik tłumienia amplitudy 
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jest tym mniejszy (przy stałej wartości 
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), im mniejsza jest rezystancja 
[image: image132.wmf]R

. W przypadku granicznym (
[image: image133.wmf]0

  

=

  

R

) współczynnik tłumienia 
[image: image134.wmf]0

  

=

  

a

 i rozważane przebiegi są sinusoidami o stałej amplitudzie. Pulsacja drgań własnych ( inaczej swobodnych) obwodu
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zależy wyłącznie od parametrów RLC i nie jest wymuszana działaniem źródła.

7.4.4. Immitancje jako funkcje zmiennej zespolonej
7.4.4.1. OPÓR
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odpowiada równanie w dziedzinie transformat
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7.4.4.2. INDUKCYJNOŚĆ
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odpowiadają równania w dziedzinie transformat
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[image: image140.wmf]
Rys. 14a Napięciowy schemat operatorowy indukcyjnoćci
[image: image141.wmf]
Rys. 14b Pradowy schemat operatorowy indukcyjności
Dwójnik z rys. 14a przedstawia rzeczywiste źródło napięciowe o sem 
[image: image142.wmf]Li
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i impedancji wewnętrznej sL, dwójnik z rys. 14b otrzymujemy korzystając z zamiany na źródło prądowe.

7.4.4.3. POJEMNOŚĆ

Równaniom czasowym
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odpowiadają równania w dziedzinie transformat
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[image: image145.wmf]
Rys. 13a Napięciowy shemat operatorowy pojemności
[image: image146.wmf]
Rys. 13b Prądowy schemat operatorowy pojemności
7.4.4.4. ZEROWE WARUNKI POCZĄTKOWE

Jeśli przyjąć zerowe warunki początkowe (w elementach nie jest zgromadzona energia), to równania elementów RLC upraszczają się do postaci
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Można je zapisać w jednolitej postaci



[image: image150.wmf]i

 

 Z

=

 

u


(35)

gdzie Z(s) - impedancja operatorowa.
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Y - admitancja operatorowa.

Ogólnie definiujemy impedancję i admitancję operatorową: 
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przy zerowych warunkach początkowych. 
Jeśli w dwójniku jest zgromadzona energia, to nie zachodzi proporcjonalność między wartościami operatorowymi prądu i napięcia.

Można pokazać, że immitancje dwójnika SLSB są funkcjami wymiernymi rzeczywistymi zmiennej zespolonej s.

7.4.5. Prawa Kirchhoffa i metody przekształcania schematów operatorowych
Dla schematów operatorowych obowiązują prawa Kirchhoffa oraz poznane dotąd zasady przekształcania sieci:

(
twierdzenie o superpozycji

(
twierdzenie o źródle zastępczym

(
łączenie szeregowe i równoległe impedancji oraz admitancji

(
zamiana gwiazda-trójkąt.
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Rys.  14a Zadanie 1 - schemat obwodu
Zadanie 1
Przed chwilą t=0 w obwodzie nie była 

zgromadzona energia. Wyznaczyć przebieg 

prądu i. Przyjąć 
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[image: image155.wmf]
Rys. 14b Zadanie 1 - przebieg żródła 
Rozwiązanie

(1) Stan ustalony dla t<0

Zgodnie z założeniami zadania w pojemności nie jest 

zgromadzona energia, a więc 
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[image: image157.wmf]
Rys. 14c Zadanie 1 - schemat operatorowy dla 0<t<T 

(2) 
[image: image158.wmf]T

 

 

t

 

 

0

£

£


Równania obwodu mają postać;
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Na ich podstawie dostajemy
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Odpowiadają im przebiegi
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Wyznaczamy warunek początkowy dla następnego stanu ustalonego: 
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[image: image166.wmf]
Rys. 14d Zadanie 1 - schemat operatorowy dla t>T
Zamieniamy zmienne 
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 Równania obwodu mają postać;
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Rozwiązaniem układu są 
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E

 

=

 

u

 

0,

 

=

 

i

C

. Po przejściu

 do dziedziny czasu i uwzględnieniu przesunięcia w czasie dostajemy


[image: image170.wmf]T)

  

-

  

1(t

E

 

=

 

u

 

0,

 

=

 

i

C

·



[image: image171.wmf]
Rys. 15a Zadanie 2 - schemat obwodu
Zadanie 2
Do chwili t = 0 panuje stan ustalony. 

W chwili t = 0 klucz K przełączonoz pozycji 1 

do pozycji 2. Wyznaczyć i wykreślić przebieg 

napięcia 
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Dane:
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Rozwiązanie

(1) Stan ustalony dla t<0

Stosujemy metodę superpozycji.
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Rys. 15b Zadanie 2 - stan ustalony
Dla składowej stałej mamy 
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Dla składowej zmiennej korzystamy z metody

 zespolonych amplitud. Równania obwodu mają 

postać:
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Całkowite warunki początkowe wynoszą
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[image: image180.wmf]
Rys. 15c Zadanie 2 - schemat operatorowy dla t>0
2. Dla t>0

Bezpośrednio z obwodu dostajemy
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[image: image184.wmf]
Rys. 16 Obwód RC
7.4.6. Delta Diraca
Prześledźmy jak zmienia się napięcie na

 pojemności i prąd w obwodzie przy ustalonej 

wartości pojemności C oraz sem E i zmianie 

oporu R. Przyjmujemy, że dla t<0 w obwodzie nie 

była zgromadzona energia,

Prąd i napięcie opisują się równaniami
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[image: image186.wmf]
Rys. 17 Wykres 2δ(t-t0)
Całkowity ładunek:
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nie zależy od wartości oporu R.

Całkowita energia wydzieloną w oporze, zgromadzona

 w pojemności i dostarczona do obwodu przez źródło
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Dla obwodu spełniona jest zasada zachowania energii
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Ustalmy wartości E, C i zbadajmy jak zachowuje się obwód przy zmianie oporu R.

Dla 
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 przy polu pod krzywą prądu równym EC. Całka z prądu, proporcjonalna do ładunku i napięcia na pojemności, dąży skoku jednostkowego.

Dla R=0 obwód składa się z sem E i pojemności C. W chwili t=0 zamykamy klucz. Po zamknięciu klucza napięcie na pojemności 
[image: image194.wmf]E
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, w momencie komutacji prąd przyjmuje wartość nieskończoną, a potem i = 0. W nieskończenie krótkim czasie dostarczony zostaje ładunek Q = EC.

Zauważmy, że jeśli R=0 (
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), to nie jest spełniona zasada zachowania energii 
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. Można pokazać, że połowa energii dostarczonej przez źródło jest wydzielana na zewnątrz obwodu w postaci fali elektromagnetycznej.
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Rys. 17a Przebieg prądu
[image: image198.wmf]
Rys. 17b Przebieg napięcia
[image: image199.wmf]
Rys. 18 Aproksymacja delty Diraca
Wprowadźmy wielkość niefunkcyjną zwaną "funkcją"

 Diraca, pseudofunkcją, dystrybucją Diraca
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Nie istnieje funkcja lokalnie całkowalna, która spełnia powyższe warunki. Formalnie delta Diraca definiowana jest poprzez ciągi funkcji aproksymujących. Przykład takiego ciągu utworzonego z prostokątów o podstawie równej 2ε i wysokości 1/2ε pokazano na rysunku. Pola prostokątów wynoszą 1, a dla 
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 długość podstawy dąży do 0, a wysokość do nieskończoności.

Podstawowe własności delty Diraca
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Szczególnym przypadkiem powyższej zależności jest: 
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Szczególny przypadek
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Deltę Diraca na wykresie zaznaczmy strzałką o podstawie w chwili t0 i wysokości proporcjonalnej do wartości całki.

Dla R = 0 prąd i napięcie w obwodzie RC przyjmują wartości
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7.5. OBWODY NIE SPEŁNIAJĄCE PRAW KOMUTACJI
Konsekwencją zbyt daleko posuniętej idealizacji obwodu może być naruszenie praw komutacji i pojawienie się składników dystrybucyjnych. Jako prosty przykład obwodu nie spełniającego praw komutacji może służyć obwód złożony z oporu, indukcyjności i stałego źródła napięciowego połączonych szeregowo i przy założeniu, że źródło stałe odłączamy od układu w chwili t = 0.
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