3. OBWODY PRĄDU STAŁEGO
3.1. ZASADA SUPERPOZYCJI
3.1.1. Sformułowanie zasady superpozycji
Zasada superpozycji obowiązuje tylko dla układów liniowych.

Zasada superpozycji: dowolny prąd (napięcie) w układzie jest równy sumie prądów (napięć) od poszczególnych wymuszeń.
Jeżeli w układzie działa n źródeł niezależnych, to najpierw zostawiamy źródło pierwsze, pozostałe usuwamy i liczymy prąd (napięcie). Następnie zostawiamy źródło drugie, inne usuwamy i ponownie liczymy prąd (napięcie). Tak postępuje-my n razy. Poszukiwany prąd (napięcie) jest równy sumie wyznaczonych prądów (napięć). Usunięcie źródła napięciowego oznacza zastąpienie go zwarciem (e=0), usunięcie źródła prądowego oznacza zastąpienie go rozwarciem (j=0). Operacje usuwania nie dotyczą źródeł zależnych.

Dowolny przebieg w obwodzie jest kombinacją liniową wartości źródeł niezależnych. 

3.1.2. Przykłady zastosowania zasady superpozycji

[image: image1.wmf]


Rys. 1 Przykład 1
Przykład 1
Wyznaczmy prąd I stosując metodę superpozycji.

Dane: E = 45 V, J = 30 mA, R1 = 6 kΩ, R2 = 2 kΩ, R3 = 4 kΩ, R4 = 12 kΩ.

Prąd pochodzący od źródła napięciowego o sem E wynosi: 
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Następnie zostawiamy źródło prądowe, a usuwamy z układu źródło napięciowe. Prąd pochodzący od źródła J wynosi: 
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Poszukiwany prąd I wynosi 
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[image: image5.wmf]
Rys. 2a Obwód po usunięciu żródła prądowego

[image: image6.wmf]
Rys. 2b Obwód po usunięciu źródła napięciowego
Przykład 2
Rozważmy obwód z poprzedniego przykładu. Pytamy, ile wyniesie wartość prądu I, jeśli E = -20 V, J = 15 mA, a wartości oporów zostawimy niezmienione.

Prąd I jest kombinacją liniową źródeł niezależnych: I = aE + bJ, gdzie współczynniki a, b zależą od wartości elementów obwodu (nie źródeł!). Korzystając z wyników uzyskanych w przykładzie 2 mamy a = 1/15 mS, b = 1/15. Stąd 
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[image: image8.wmf]
Rys. 3 Przykład 3
Przykład 3
Wyznaczmy prąd I, stosując zasadę superpozycji.

Dane: 
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(a) Zwieramy źródło napięciowe, zostawiamy prądowe.

NPK: 
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Po podstawieniu wartości otrzymamy I' = -0.6 A.

(b) Rozwieramy źródło prądowe

NPK: 
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Po podstawieniu wartości dostajemy I''= 2 A.

Ostatecznie I = I'+I''= 1.4 A.


[image: image12.wmf]
Rys 4a. Zwarte źródło napięciowe

[image: image13.wmf]
Rys. 4b Rozwarte źródło prądowe
Zasada superpozycji nie obowiązuje dla mocy o czym może przekonać nas poniższy przykład.

Przykład 4

[image: image14.wmf]
 Rys. 5 Przykład 4
Źródła napięciowe znoszą się, a więc moc wydzielona w oporze R zeruje się. Jeśli zaś usuniemy z układu jedno ze źródeł, to w oporze wydzieli się moc równa E2/R. Można oczywiście liczyć moc po zastosowaniu zasady superpozycji dla prądu.

3.2. TWIERDZENIA O ŹRÓDLE ZASTĘPCZYM 
Twierdzenia o źródle zastępczym obowiązują tylko dla dwójników liniowych. Mówią one, że dowolny dwójnik liniowy jest równoważny zaciskowo rzeczywistemu źródłu niezależnemu. Równanie prostej jest określone, jeśli znamy współczynnik kierunkowy prostej, zależny od oporu wewnętrznego źródła oraz przesunięcia, zależnego od sem. W zależności od typu rzeczywistego źródła niezależnego - napięciowe czy prądowe - mamy dwa twierdzenia o źródle zastępczym twierdzenie Thevenina i twierdzenie Nortona.

3.2.1. Twierdzenie (zasada) Thevenina
Twierdzenie Thevenina: dowolny dwójnik liniowy jest równoważny zaciskowo rzeczywistemu źródłu napięciowemu. 

Aby wyznaczyć parametry źródła zastępczego postępujemy następująco:

(
wyznaczenie oporu zastępczego RT

Usuwamy z dwójnika źródła niezależne (napięciowe zwieramy, prądowe rozwieramy). Wyznaczamy opór powstałego dwójnika bezźródłowego. Jeśli dwójnik zawierał źródła sterowane, to opór zastępczy RT wyznaczamy na podstawie prawa Ohma, jako współczynnik proporcjonalności między prądem dopływającym do dwójnika a odłożonym na nim napięciem.

(
wyznaczenie zastępczej sem eT

Rozwieramy zaciski dwójnika i wyznaczamy na nich napięcie eT.
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Rys. 6 Przykład 5
Przykład 5
Wyznaczyć prąd I płynący przez przekątną mostka. Zastosować twierdzenie Thevenina.

Aby wyznaczyć opór zastępczy zwieramy źródło napięciowe i liczymy opór zastępczy dwójnika AB. Otrzymujemy RT = 4R/3.


[image: image16.wmf]
Rys. 7a Obwód do liczenia oporu zastępczego

[image: image17.wmf]
Rys. 7b Obwód do liczenia zastępczej siły elektromoto-rycznej
Przy wyznaczanie zastępczej sem ET rozwieramy zaciski AB. Otrzymujemy: 
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[image: image19.wmf]
Rys. 8 Obwód zastęp-czy z tw. Thevenina
Ostatecznie prąd I obliczamy na podstawie schematu zastępczego podanego obok.
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3.2.2. Twierdzenie (zasada) Nortona
Twierdzenie Nortona: dowolny dwójnik liniowy jest równoważny zaciskowo rzeczywistemu źródłu prądowemu.
Wyznaczenie parametrów źródła zastępczego: 

(
wyznaczamy opór zastępczego RT

Postępujemy identycznie jak w twierdzeniu Thevenina.

(
wyznaczamy zastępczą wydajność prądową jN

Zwieramy zaciski dwójnika i wyznaczamy płynący przez zwarcie prąd jN.

Uwaga:
Opór zastępczy można też wyznaczyć z zależności
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Oczywiście między wydajnością prądową jN a zastępczą sem eT zachodzi związek eT= RTjN. Jeśli dla analizowanego dwójnika istnieje źródło zastępcze o oporze zastępczym 
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, to zawsze możemy zastosować zarówno twierdzenie Thevenina jak też Nortona. Jeśli zaś opór zastępczy 
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 (przewodność zastępcza 
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), to nie istnieje prądowe (napięciowe) źródło zastępcze.


[image: image25.wmf]
Rys. 9 Obwód do wyznacza-nia prądu zwarciowego dla przykładu 6 
Przykład 6 

Rozpatrzmy układ z poprzedniego przykładu, ale przy wyznaczaniu prądu I zastosujmy twierdzenie Nortona. Opór zastępczy przyjmuje tę samą wartość RT = 4R/3. Wyznaczenie prądu zwarciowego IN. 
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[image: image27.wmf]
Rys. 10 Obwód zastępczy z tw. Nortona 
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1
Obliczamy prąd I
3.3. DZIELNIKI
3.3.1. Dzielnik napięciowy
Jeśli znamy napięcie U przyłożone do dwóch oporów połączonych szeregowo, to napięcie U1 odłożone na oporze R1: wynosi:
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(1)

Specjalne przypadki

(
R1 = R2, to u1 = u/2,

(
R1 » R2, to u1 ( u,

(
R1 « R2, to u1 ( 0.

N OPORÓW POŁĄCZONYCH SZEREGOWO. 

Napięcie U1 odłożone na oporze R1:
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(2)

Wzór na dzielnik można też zapisać przy pomocy przewodności
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3.3.1.2. PRZYKŁADY ZASTOSOWANIA WZORÓW NA DZIELNIK NAPIĘCIOWY

Zadanie 1 
Wyznaczyć napięcie u1, jeśli R1 = 10 kΩ, R2 = 20 kΩ oraz (a) u = 12 V, (b) 
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Korzystając ze wzoru na dzielnik dostajemy, że 
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, a więc dla (a) u1 = 4 V, (b) 
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. Napięcia u oraz u1 są równokształtne, różnią się tylko amplitudą.


[image: image37.wmf]
Rys. 13 Zadanie 3
Zadanie 3 
Korzystając ze wzoru na dzielnik napięciowy 

bez trudu możemy wyznaczyć napięcie na przekątnej mostka.


[image: image38.wmf]E

R

R

  

+

  

1

1

  

-

  

R

R

  

+

  

1

1

 

=

 

U

4

3

2

1

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

è

æ


Ze wzoru tego możemy otrzymać wzór na warunek równowagi mostka.


[image: image39.wmf]
Rys. 14 Przykład 6
Przykład 6 
Stosując wzór na dzielnik w postaci przewodnościowej otrzymujemy:
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[image: image41.wmf]
Rys. 15 Dzielnik prądowy
3.3.2. Dzielnik prądowy
Jeśli znamy prąd I dopływający do dwóch oporów połączonych równolegle, to prąd I1 płynący przez opór R1 wynosi:
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(4)

Inna postać wzoru: 
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Specjalne przypadki

(
R1 = R2, to i1 = i/2,

(
R1 » R2, to i1 ( 0,

(
R1 « R2, to i1 ( i.

3.4. DOPASOWANIE
3.4.1. Warunek dopasowania do źródła napięciowego
Dane są parametry źródła zastępczego E, Rw. Należy dobrać wartość  oporem R0, obciążanego źródło, tak aby moc wydzielona w obciążeniu jest maksymalna Pmax.

Rozwiązanie jest następujące
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Uzasadnienie powyższego wzoru: 
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(7)

Po zróżniczkowaniu ostatniej zależności względem R0 i przyrównaniu pochodnej do 0 otrzymujemy wynik Rw = R0 lub w postaci równoważnej Gw = G0. Moc wydzieloną w stanie dopasowania nazywamy mocą dysponowaną Pdysp i jest to maksymalna moc jaką może oddać do obciążenia rzeczywiste źródło napięciowe o ustalonych parametrach. Moc dostarczona przez źródło wydziela się w obciążeniu i oporze wewnętrznym. W stanie dopasowania moce wydzielone w obu oporach są sobie równe, a więc źródło dostarcza do obwodu PE = 2Pdysp.

Jeśli mamy zadane obciążenie i opór wewnętrzny źródła, to w celu lepszego dopasowania stosujemy czwórniki jako ogniwo pośrednie. 


[image: image46.wmf]
Rys. 16 Przykład 7
Przykład 7
Dane jest źródło i jego obciążenie. Chcemy dobrać przekładnię transformatora, aby w obciążeniu wydzieliła się maksymalna moc.

Dane: E = 10 V, Rw = 20 Ω, R0 = 2 kΩ.

Rozwiązanie

Z zacisków AB widzimy opór 
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. Z warunku na dopasowanie dostajemy Rw = p2R0. Stąd otrzymujemy p = 0.1. W obwodzie z transformatorem w obciążeniu wydzieli się moc P = 25/20 = 1.25 W. Jeśli usuniemy transformator i obciążenie dołączymy bezpośrednio do źródła, to wydzieli się moc P = 100*2000/(2020)2 = 1/20 W.

3.4.2. Warunek dopasowania do źródła prądowego
Problem dopasowania sformułujmy analogicznie jak dla rzeczywistego źródła napięciowego. Przyjmujemy, że dane są parametry prądowego źródła zastępczego J, Gw. Należy dobrać wartość  przewodności G0, obciążacej źródło, tak aby moc wydzielona w obciążeniu była maksymalna. Jeśli przeprowadzimy obliczenia w sposób analogiczny jak powyżej, to otrzymamy identyczny warunek dopasowania:
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[image: image49.wmf]
Rys. 17 Przykład 8
3.4.3. Przykład 8 

Dobierzmy wartość stałej żyracji r, dla której w obciążeniu  o przewodności G wydziela się maksymalna moc. Przewodność widzianą od strony zacisków pierwotnych żyratora: 
[image: image50.wmf]G

 

r

1

 

=

 

U

I

 

=

 

G

2

1

1

AB


Z warunku na dopasowanie 
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Ponieważ przy dopasowaniu 
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Skąd ostatecznie:
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Zauważmy, że moc ta równa jest mocy dysponowanej źródła. Wynik ten można uzyskać wcześniej, jeśli wykorzysta się fakt, że żyrator jest elementem bezstratnym.

[image: image56.wmf]
Rys. 18 Metoda prostej oporu
3.5. METODA PROSTEJ OPORU
Metoda ta służy do graficznego wyznaczania punktu pracy rezystancyjnego elementu nieliniowego. Formułuje się ją dla obwodu jednooczkowego. Równanie obwodu jest następujące:
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Lewa strona równości zależy od parametrów źródła napięciowego. Jej wykres to linia, zwana prostą oporu. Prawa strona równości związana jest z elementami rezystancyjnym nieliniowym o charakterystyce 
[image: image58.wmf])
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. Poszukiwany punkt pracy znajduje się na przecięciu obu krzywych.

Zadanie 4 
Wyznaczyć punkt pracy elementu nieliniowego RN dla 

(a) E = 4 V, R = 2 kΩ, (b) E = 8 V, R = 2 kΩ. Charakterystyka oporu nieliniowego dana jest na rys. 19b.


[image: image59.wmf]
Rys. 19a Zadanie 4
[image: image60.wmf]
Rys. 19b Charakterystyka elementu nieliniowego z zadania 4
Rozwiązanie

Z NPK  otrzymujemy 
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[image: image62.wmf]
Rys. 20 Wyznaczanie punktu pracy
Lewa strona wzoru daje równanie prostej oporu, a prawa charakterystykę elementu nieliniowego. Dla przypadku (a) mamy jeden punkt pracy, leżący w zakresie aproksymacji charakterystyki i = 2u. Aby wyznaczyć dokładnej jego współrzędne, należy rozwiązać równanie
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Prąd przyjmuje wartość I = 1.6 mA.

Dla przypadku (b) mamy 3 punkty pracy. 

3.6. METODY SIECIOWE
Przykład 9
Chcemy wyznaczyć wszystkie prądy i napięcia.


[image: image64.wmf]
Rys. 21 Przykład 9
(
Metoda prądów obwodowych

[image: image65.wmf]
Rys. 22 Metoda prądów obwodowych
W metodzie prądów obwodowych przyjmuje się, że w poszczególnych gałęziach znajdują się opory liniowe lub rzeczywiste źródła napięciowe. W analizowanym układzie można wyróżnić trzy oczka oznaczone literami a, b, c. Przyjmijmy, że w oczkach płyną umowne prądy Ia, Ib, Ic (zwane prądami obwodowymi) o zwrotach zgodnych z przyjętym i jednakowym dla wszystkich oczek kierunkiem ich obiegu. Prądy w poszczególnych gałęziach można wyrazić poprzez prądy obwodowe:
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Po wypisaniu dla układu NPK i skorzystaniu z powyższych zależności otrzymamy:
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Równania obwodowe można zapisać w postaci macierzowej:
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Macierz oporów jest macierzą symetryczną. Na przekątnej znajdują się sumy oporów poszczególnych oczek, a poza przekątną wzięte ze znakiem minus sumy oporów gałęzi wspólnych dla obu obwodów. Wektor sił elektromotorycznych zawiera sumy sił elektromotorycznych poszczególnych oczek (z uwzględnieniem kierunku obiegu).
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Rys. 23 Metoda potencjałów węzłowych
(
Metoda potencjałów węzłowych
W metodzie potencjałów węzłowych przyjmuje się, że w poszczególnych gałęziach znajdują się opory liniowe lub rzeczywiste źródła prądowe. Metoda zostanie przedstawiona na obwodzie z poprzedniego przykładu. Na rysunku pominięto prądy i napięcia gałęziowe. Rzeczywiste źródła napięciowe zostały zamienione na rzeczywiste źródła prądowe. Oznaczamy węzły obwodu A, B, C, D. Węzeł D przyjmujemy za węzeł odniesienia. Wprowadzamy napięcia UA, UB, UC, zwane napięciami węzłowymi i mierzone względem węzła odniesienia D. Napięcia gałęziowe wyrażają się poprzez napięcia węzłowe
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Następnie korzystając z powyższych zależności wypisujemy PPK dla węzłów A, B, C:
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Powyższe równanie można zapisać w postaci macierzowej:
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Macierz przewodności węzłowych jest symetryczna, na przekątnej zawiera sumy przewodności dochodzących do węzłów, a poza przekątną wzięte ze znakiem "-" sumy przewodności gałęzi między węzłami. Elementy wektora wydajności węzłowych składają się z sum wydajności prądowych dochodzących do węzłów z uwzględnieniem znaków.

4. OBWODY PRĄDU SINUSOIDALNEGO
4.1. PARAMETRY SYGNAŁU OKRESOWEGO
Sygnał x(t) określony dla każdego t jest sygnałem okresowym, jeśli 
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Najmniejszą liczbę T, spełniającą powyższy warunek nazywamy okresem właściwym przebiegu.

Wartość średnia sygnału okresowego x:
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Wartość skuteczna sygnału okresowego x o okresie T: 
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Rozpatrzmy opór R, przez który płynie prąd okresowy i o okresie T. Energia wydzielona w oporze R w 
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Energia wydzielona w oporze R w przedziale czasu o długości okresu jest równa energii, jaką w oporze R w tym samym czasie wydzieliłby prąd stały o wartości I = Isk.
4.2. PARAMETRY SYGNAŁU HARMONICZNEGO
Przebieg sinusoidalny, zwany inaczej harmonicznym, określony jest zależnością
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gdzie

Xm-amplituda przebiegu, wartość maksymalna, wartość szczytowa. Zakładamy, że amplituda przyjmuje wartości nieujemne.

ω -
pulsacja przebiegu, 
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, gdzie f - częstotliwość przebiegu (np. w Polsce f=50 Hz), okres przebiegu wynosi 
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faza początkowa, dla t=0 faza przebiegu jest równa 
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Dla sygnału harmonicznego x wartość średnia jest zawsze równa zero, zaś wartość skuteczna 
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4.3. REPREZENTACJA ZESPOLONA SYGNAŁU OKRESOWEGO
Sygnał harmoniczny x(t) można zapisać w postaci
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Oznaczmy 
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Wielkość X nazywamy amplitudą zespoloną  sygnału sinusoidalnego x, nie zależy ona od pulsacji sygnału. Moduł amplitudy zespolonej równy jest amplitudzie sygnału, a argument - fazie początkowej.

Sygnał harmoniczny x można przedstawić w postaci
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Przykład 1
Niech dany będzie sygnał
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Amplituda zespolona ma postać
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Przykład 2
Jeśli amplituda zespolona prądu i ma wartość I = 4+j3 A, to przebieg prądu jest następujący: 
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Przykład 3
Niech 
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Amplituda zespolona ma postać
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Reprezentacja graficzna amplitudy zespolonej na płaszczyźnie zespolonej to wskaz. Nazwy amplituda zespolona i wskaz często używane są wymiennie.

4.4. DZIAŁANIA NA SYGNAŁACH SINUSOIDALNYCH
4.4.1. Dodawanie
Załóżmy, że 
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Suma x = x1+x2 może być zapisana w postaci
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Przykład 4
Wyznaczmy wskaz sygnału
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Korzystając z addytywności wskazów mamy 
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SEQ User_Box  \* ARABIC  \h1 = 0. 

4.4.2. Mnożenie przez liczbę rzeczywistą
Jeśli sygnał x1 postaci
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pomnożymy przez stałą rzeczywistą k, to sygnał x = kx1 ma zespoloną amplitudę
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4.4.3. Odejmowanie sygnałów
Amplituda zespolona X sygnału x = x1-x2, gdzie
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4.4.4. Różniczkowanie
Załóżmy, że 
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SEQ Equation  \* ARABIC  \h4 oraz 
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Faza sygnału po zróżniczkowaniu wyprzedza fazę sygnału różniczkowanego o π/2.

4.4.5. Całkowanie
Jeśli 
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Sygnał po scałkowaniu opóźnia się w fazie o π/2 względem sygnału całkowanego.

4.4.6. Uwagi na temat działań na liczbach zespolonych, wzory przybliżone
Przykład 5 

Przedstawmy we współrzędnych biegunowych liczbę zespoloną 
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, gdzie poszczególne liczby przyjmują wartości zespolone.

Liczba Z przedstawiana jest w postaci 
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Przykład 6
Przedstawmy we współrzędnych biegunowych i prostokątnych następujące liczby zespolone:

(a) 
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(a) Postępując analogiczne  dostajemy
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(b) 
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(c) 
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Niech dane będą liczby zespolone X, Y, gdzie 
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SEQ User_Box  \* ARABIC  \h2, 
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Z przybliżeń powyższego typu będziemy korzystać szczególnie często podczas analizy obwodów rezonansowych.

4.5. ZAŁOŻENIA METODY ZESPOLONYCH AMPLITUD
Przyjmujemy, że układ spełnia następujące założenia:

(1)
Założenia dotyczące źródeł


(
Wszystkie źródła niezależne układu są sinusoidalnie zmienne o tej samej pulsacji ω


(
parametry źródeł nie zmieniają się w czasie


(
źródła działają dla dowolnych chwil czasowych

(2)
Założenia dotyczące elementów


(
elementy układu są liniowe, stacjonarne, o stałych skupionych

(3)
W układzie istnieje sinusoidalny stan ustalony.

4.6. IMMITANCJE DWÓJNIKÓW
4.6.1. Opór
Równanie oporu w dziedzinie czasu ma postać
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Wskazy prądu i napięcia są więc kolinearne, skierowane zgodnie.

4.6.2. Indukcyjność
Równanie indukcyjności może być zapisane w postaci
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Korzystając z własności różniczkowania mamy
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Napięcie na indukcyjności wyprzedza w fazie prąd o π/2.

4.6.3. Pojemność
Równanie pojemności 
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Napięcie na indukcyjności jest opóźnione w fazie względem prądu o π/2.

Zależności graniczne dla indukcyjności i pojemności

pulsacja
L   
C
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4.6.4. Impedancja i admitancja elementu
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Równania w dziedzinie zespolonej elementów R, L, C można zapisać w jednolitej postaci

gdzie 

Z = R - dla oporu R,

Z = jωL - dla indukcyjności L,

Z = 1/jωC - dla pojemności C.

Równanie (16) można zapisać w postaci równoważnej
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gdzie 

Y = 1/R - dla oporu R,

Y = 1/jωL - dla indukcyjności L,

Y = jωC - dla pojemności C.

Z, Y - impedancja i admitancja elementu.

Definiujemy: 


[image: image138.wmf]U

I

 

=

 

Y

 

,

I

U

 

=

 

Z



(15)

gdzie U, I - amplitudy zespolone napięcia i prądu w danym elemencie.

Impedancję i admitancję nazywamy wspólnym terminem: immitancja.

Między amplitudami prądu i napięcia zachodzi zależność:
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Podobnie prąd opóźnia się w fazie względem napięcia o kąt α równy argumentowi impedancji.

[image: image140.wmf]
Rys. 3 Przykład - reaktancja
Przykład 7
Mamy dwójnik złożony z połączonych szeregowo elementów: oporów R1 i R2, pojemności C, indukcyjności L. Weźmy oscyloskop dwukanałowy i do kanału 1 dołączmy napięcie odłożone na oporze R1, a do kanału 2 dołączmy napięcie na pojemności lub na indukcyjności. Na ekranie zobaczymy elipsę o osiach pionowej i poziomej. Jeśli zaś do kanału 1 dołączmy napięcie na R1, a do kanału 2 dołączmy sumaryczne napięcie na oporze R2 i pojemności (lub indukcyjności), to na ekranie zobaczymy obróconą elipsę. Dla czystego oporu wykres we współrzędnych (i,u) byłby odcinkiem o kącie nachylenia zależnym od wartości oporu R.

[image: image141.wmf]
Rys. 4 Przykład - reaktancja i opór
[image: image142.wmf]
Rys. 5 Przykład - czysty opór
4.6.5. Indukcyjności sprzężone
Równaniom indukcyjności sprzężonych w dziedzinie czasu 
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odpowiadają równania w dziedzinie zespolonych amplitud
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4.6.6. Transformator i żyrator
Równania transformatora w dziedzinie zespolonych amplitud: 
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Równania żyratora w dziedzinie zespolonych amplitud: 
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4.7. PRAWA KIRCHHOFFA W ZAPISIE ZESPOLONYM
Prawa Kirchhoffa w zapisie zespolonym:

(
prądowe prawo Kirchhoffa (PPK):
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(
napięciowe prawo Kirchhoffa (NPK):
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Bez żadnych zmian przenoszą też się zasada superpozycji i twierdzenie o źródle zastępczym.

4.8. POŁĄCZENIE SZEREGOWE I RÓWNOLEGŁE
Przy połączeniu szeregowym napięcie jest sumą napięć na elementach połączonych, zaś przy połączeniu równoległym prąd jest sumą prądów dopływających do elementów połączonych.

Impedancja wypadkowa Z dla n elementów o impedancjach Zk połączonych szeregowego wynosi:
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Podobnie admitancja wypadkowa Y dla n elementów o admitancjach Yk połączonych równolegle wynosi:
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Przenoszą się wzory na połączenia szeregowo - równoległe czy na trójkąt i gwiazdę. Ostatnie wzory używane są przy analizie prądu trójfazowego.

Przykład 8 

Impedancja połączenia szeregowego oporu R i pojemności C wynosi
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Przykład 9 
Niech dwójnik Z składa się z dwóch impedancji Z1, Z2 połączonych równolegle. Do dwójnika dopływa prąd 
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 i odkłada się na nim napięcie 
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Przyjmijmy, że Z1 = 1/Y1 = 1/20.8 kΩ, jest to opór. Niech Z2 = 1/Y2 = 1/(j77.6) kΩ. Jest to pojemność o wartości 7.76 mC.

[image: image155.wmf]
1Rys. 6 Zadanie 1
Zadanie 1 

Stosując metodę superpozycji wyznaczmy prądy w poszczególnych gałęziach. 

Dane: E1 = 100 V, E2 = j100 V, L = 8 H, C = 5 μF, ω = 250 rad/s.

Rozwiązanie:

Analizujemy dwa obwody o schematach podanych poniżej. Dla każdego z nich wyznaczymy wszystkie prądy na rys. 7a, 7b.

[image: image156.wmf]
Rys. 7a Obwód z usuniętym źródłem E2

[image: image157.wmf]
Rys. 7b Obwód z usuniętym źródłem E1

[image: image158.wmf]I3


Rys. 8 Wykres wskazowy
Impedancja pojemności wynosi -j2000Ω, impedancja indukcyjności wynosi j2000Ω, a więc połączenie równoległe LC stanowi rozwarcie w układzie. 

Stąd, I1'=0 oraz I2''=0, I3' = 

-I2' = -E1/jωL = 50j mA 

oraz I3''= -I1''= -E2/jωL = -50 mA. Ostatecznie I1 = I1'+I1''= 50 mA, I2 = I2'+I2'' = -50j mA, I3 = I3'+I3''= -50+50j mA. 

Przebiegi czasowe prądów
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4.9. REZYSTANCJA, REAKTANCJA, KONDUKTANCJA, SUSCEPTANCJA
Ponieważ impedancja Z przyjmuje wartości zespolone, może być zapisana w postaci:
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gdzie 
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Wielkości Z, R, X mierzymy w omach. 



[image: image165.wmf]X

  

+

  

R

 

=

 

|

Z

|

2

2


(28)



[image: image166.wmf]|

Z

|

X

 

=

 

 

,

|

Z

|

R

 

=

 

a

a

sin

cos


(29)

lub przy założeniu R>0
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Podobnie oznaczmy
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gdzie wielkość 
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 nazywamy konduktancją dwójnika, zaś 
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lub przy założeniu G>0
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Zachodzą równości:
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skąd 
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4.10. DWÓJNIKI REZYSTANCYJNE I REAKTANCYJNE
Impedancja i admitancja dwójnika rezystancyjnego, zbudowanego z elementów bezinercyjnych nie zależy od pulsacji i przyjmuje postać
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Dwójnik SLS pasywny nazywamy dwójnikiem reaktancyjnym, jeśli
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Dwójnik reaktancyjny jest bezstratny. 
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Rys. 9 Zadanie 2
Zadanie 2
Napięcie na zaciskach dwójnika jest sinusoidalne. Kąt przesunięcia między napięciem uR i napięciem uC wynosi 45o, zaś amplituda napięcia uL jest dwukrotnie większa od amplitudy napięcia uR. 

Obliczyć ile razy amplituda napięcia u jest  większa od amplitudy   napięcia uR oraz narysować wykres wskazo-wy prądów i napięć, zakładając zerową fazę prądu i.

Rozwiązanie

Równania na wskazy napięć przyjmują postać
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Stąd mamy
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Korzystamy z warunku na fazę
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Po przejściu do modułów i podstawieniu danych uzyskamy
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[image: image185.wmf]
Rys. 10 Zadanie 3
Zadanie 3
Jaką wartość ma opór R, jeśli wskazanie amperomierza A jest jednakowe i równe 1 mA w trzech przypadkach:

(a) klucze K1, K2 są rozwarte, 

(b) Klucz K1 jest zwarty, a klucz K2 rozwarty oraz 

(c) oba klucze są zwarte. 

Przyjąć, że amperomierz jest idealnym miernikiem wartości skutecznej oraz 
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Rozwiązanie:

(a) 
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(b) Z NPK
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Stąd otrzymujemy
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 (c) Otrzymujemy równanie analogiczne jak w (b)
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Równanie to prowadzi do rozwiązania R = 1 kΩ.


[image: image191.wmf]
Rys. 11 Zadanie 4
Zadanie 4
Obliczyć kąt przesunięcia fazowego między sem E a prądem I.

Dane: R = 1 kΩ, ωL1 = 2 kΩ, L2 = 1 mH, 
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Rozwiązanie

Z NPK mamy
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Z M<0 oraz rozwiązując powyższy układ dostajemy
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Ostatecznie:
[image: image196.wmf]p
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4.11. MOCE W OBWODACH PRĄDU SINUSOIDALNEGO
4.11.1. Moc chwilowa i moc czynna
Rozważmy dwójnik przez który przepływa prąd i oraz odkłada się napięcie u
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Moc chwilowa p:
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Zdefiniujmy moc czynną P, inaczej moc średnią za okres
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Po podstawieniu mocy chwilowej dostajemy
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Przejdźmy obecnie do zespolonych amplitud prądu i napięcia.



[image: image201.wmf]]

e

 

[I

 

Re

 

=

 

)

  

-

  

  

+

  

t

 

(

 

I

 

=

 

i

 

],

e

 

[U

 

Re

 

=

 

)

  

+

  

t

 

(

 

U

 

=

u 

t

j

m

t

 

j

m

w

w

f

a

w

a

w

cos

cos


(45)

gdzie
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4.11.2. Moce czynne oddawane przez źródła
Moce czynne oddawane przez  idealne źródła napięciowe i prądowe definiujemy: 
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Przyjmujemy, że prąd płynący przez źródło i odłożone na nim napięcie są strzałkowane zgodnie.

4.11.3. Moc czynna pobierana przez dwójnik SLSB
Niech dany będzie dwójnik o impedancji Z
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gdzie



[image: image206.wmf]e

 

|

Z

|

 

=

 

X

j 

  

+

  

R

 

=

 

Z

j

f


(50)

Argument impedancji równy jest opóźnieniu w fazie prądu i względem napięcia u.
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gdzie R - rezystancja, a G - konduktancja.

Z powyższych zależności wynika, że moc chwilowa dwójników reaktancyjnych przyjmuje wartości dodatnie (dwójnik magazynuje energię) i ujemne (dwójnik oddaje energię), zaś moc czynna jest równa zero.

4.12. ZASADA TELLEGENA DLA MOCY CZYNNYCH
Zasadę Tellegena dla mocy chwilowych można przenieść na moce czynne
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Suma mocy czynnych pobieranych przez elementy sieci (Pk>0) jest równa 

sumie mocy czynnych oddawanych przez inne elementy sieci (Pl<0).


[image: image209.wmf]
Rys. 12 Żródło zastępcze
4.13. DOPASOWANIE ODCIĄŻENIA DO RZECZYWISTEGO ŹRÓDŁA ZE WZGLĘDU NA MAKSIMUM MOCY CZYNNEJ
Rozważmy rzeczywiste źródło napięciowe o sem E i impedancji wewnętrznej 
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, obciążone dwójnikiem o impedancji 
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, przy założeniu Rw>0, R0>0. Interesuje nas przy jakiej impedancji obciążenia Z0 w obciążeniu tym wydzieli się maksymalna moc czynna 
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. Prąd płynący w obwodzie przyjmuje wartość
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Moc czynna P wydzielana w obciążeniu
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Moc przyjmie wartość maksymalną dla
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Maksymalna moc czynna, zwana też mocą dysponowaną: 
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Można pokazać, że warunek dopasowania obciążenia do źródła jest dla źródła prądowego o wydajności prądowej J i przewodności wewnętrznej Yw, taki sam jak dla źródła napięciowego i wtedy
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[image: image218.wmf]
Rys. 13 Zadanie 5
Zadanie 5 

Dobrać wartości elementów R, L, C aby jednocześnie

(a) amplituda prądu iC wynosiła 
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(b) moc czynna wydzielona na prawo od AB była maksymalna. Obliczyć tę moc.

Dane: 
[image: image220.wmf]W
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Rozwiązanie

Z (b) oraz wzoru na dzielnik prądowy dostajemy równanie
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Warunek na dopasowanie przyjmuje postać
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Dostajemy dwa równania:
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Stąd R = 1 kΩ, C = 
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W obciążeniu wydziela się moc dysponowana 
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4.14. PASYWNOŚĆ A MOC CZYNNA
Rozważmy dwójnik SLS znajdujący się w stanie ustalonym przy pobudzeniu sinusoidalnym. Można pokazać, że jeśli dwójnik SLS jest pasywny, to moc czynna P pobierana przez ten dwójnik jest zawsze nieujemna
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Jeśli
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to dwójnik jest aktywny.

Warunki powyższe można sformułować inaczej:

Jeśli dwójnik SLSB jest pasywny, to:
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W przeciwnym przypadku dwójnik jest aktywny.

[image: image230.wmf]
2Rys. 14a Impedancja
4.15. MOC BIERNA, POZORNA I ZESPOLONA
Rozważmy dwójnik przez który przepływa prąd i oraz odkłada się napięcie u
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[image: image232.wmf]
Rys. 14b Trójkąt mocy
Wielkości
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nazywamy odpowiednio: mocą zespoloną, mocą pozorną oraz mocą bierną.

Z zależności tych otrzymujemy
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Moce te tworzą tzw. trójkąt mocy. Moc czynna odpowiada więc części rzeczywistej mocy zespolonej, moc bierna - części urojonej, a moc pozorna - modułowi. Razem tworzą trójkąt prostokątny o kącie równym argumentowi impedancji.
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Rys. 15 Zadanie 6
Zadanie 6
Obliczyć moce czynne dostarczane do układu przez oba źródła.

Dane:
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Rozwiązanie:

Moc czynna dostarczona do układu przez źródło napięciowe zdefiniowana jest jako 
[image: image237.wmf]),
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 gdzie I jest prądem płynącym przez źródło. Moc czynna oddawana do układu przez źródło prądowe zdefiniowana jest jako 
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Układamy równania obwodu
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[image: image240.wmf]
Rys. 16 Przykład 10
Rozwiązując je dostajemy Pe = 20 mW, Pj = -10 mW. 

Przykład 10 

Wyznaczyć moce wydzielone w obu dwójnikach, jeśli
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W układzie 1 wydziela się moc zespolona
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EMBED Equation.3[image: image244.wmf]mVar
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W układzie 2 wydziela się moc zespolona
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Oznacza to, że układ 1 dostarcza  energię do obwodu, a układ 2 pobiera ją.


[image: image247.wmf]
Rys. 17 Dzielnik
4.16. CHARAKTERYSTYKI CZĘSTOTLIWOŚCIOWE
Zmienną niezależną jest w nich pulsacja zasilania. Wartości zmiennej zależnej odpowiadają wskazom interesującego nas sygnału. Ponieważ wskazy przyjmują wartości zespolone, zazwyczaj przedstawia się je w postaci wykładniczej i rysuje osobno przebieg modułu - tzw. charakterystyka amplitudowa oraz przebieg fazy - charakterystyka fazowa. Charakterystyka amplitudowa jest zdejmowana na wobuloskopie.

Przykład 11 

Wyznaczmy transmitancję napięciową 
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 podanego obok czwórnika. Transmitancja może zostać łatwo obliczona na podstawie wzoru na dzielnik napięciowy

Odpowiada jej następująca charakterystyka amplitudowa i fazowa






[image: image249.wmf]RC

j

  

+

  

1

1

 

=

 

U

U

1

2

w





[image: image250.wmf]arctgRC

-

 

=

 

 

,

)

RC

(

  

+

  

1

1

 

=

 

U

U

 

=

 

)

A(

2

m

m

j

w

w

1

2


Poniżej podano wykresy obu charakterystyk
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Rys. 18a Charakterystyka amplitu-dowa
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Rys. 18b Charakterystyka fazowa
4.17. PRZYKŁAD OBWODU W KTÓRYM NIE ISTNIEJE SINUSOIDALNY STAN 

USTALONY
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Rys. 19 Przykład 12
Przykład 12 

W obwodzie włączone zostaje źródło napięciowe 
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Wyznaczamy równania sieciowe obwodu
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Prowadzą one do równania różniczkowego
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którego rozwiązanie jest
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Warunkiem dojścia do stanu ustalonego jest wytłumienie funkcji wykładniczej, co jest możliwe dla k<2.
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